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b)

Versuchsdaten

Allgemeine
Variablen

Breitengrad ¢
Temperatur am Standort 9

Konstanten
Winkelgeschwindigkeit der Erde We =7,27-10° ™
Masse der Erde me = 5,97-10** kg
Polradius der Erde ri =6378,2 km
Aquatorradius der Erde rr = 6356,8 km

Erdbeschleunigung am Aquator

gi = 9,781 m/s?

Erdbeschleunigung an den Polen

g = 9,832 m/s?

Dichte von Luft

pL = 1,3 kg/m®

Pendelbezogene

Die Pendel des Weltpendels bestehen aus einer Aufhangung, einem Draht und ei-
ner Kugel. Relevante Punkte des Pendels sind der Drehpunkt D, der Punkt B an
dem der Draht an der Kugel befestigt ist, der Pendelschwerpunkt S und der Kugel-
mittelpunkt = Kugelschwerpunkt M. Pendelgrof3en sind:

Aufhdngung (Index A)

Masse

ma =56,9 g

Abstand Schwerpunkt-Drehpunkt

lSA =7,468 mm

Tragheitsmoment

Ja =6,19-10° kgm?

Kugel (Index K)

Radius r« = 4,274 cm
Masse mg = 2,55 kg
Dichte pk = 7,85 glcm®
Abstand Schwerpunkt-Drehpunkt DM = lgk = Iy
Tragheitsmoment Jk

Volumen Vi

J

Dn

A\
AR

Abb. 1: Geometrie
der Pendel.



Draht (Index D)

Lange (hangendes Pendel und Temperatur 8 = 20 °C)

DB =1p=2,65721m

Radius

ro =0,2mm

Dichte

pp = 7,95 g/em®

Abstand Schwerpunkt-Drehpunkt

lSD = ID/2

Tragheitsmoment

Jo

Temperaturausdehnungskoeffizient

ap = 1,7-10°/°C

Elastizitatsmodul

Ep=1,7-10"" N/m?

Querschnittsflache Ap
Volumen Vb
Pendel (ohne Index)
Masse m = 2,61 kg
Volumen V=3310"m?

Tragheitsmoment

J = 18,596 kgm?

Abstand Schwerpunkt-Drehpunkt (hangendes Pendel
und Temperatur 9 = 20 °C)

DS =15=2,6396 m

Geschwindigkeit des Schwerpunkts Vs
Schwingungsdauer T
Anfanglicher Auslenkwinkel o
Momentaner Auslenkwinkel o
Winkelgeschwindigkeit O=0q
Winkelbeschleunigung o




Aufgaben zur Theorie

Ursachen und Modelle der Breitengradabhangigkeit der Erdbeschleunigung

Erklare qualitativ die Ursachen der Breitengradabhangigkeit der Erdbeschleuni-
gung.

Berechne im Modell der Erde als homogene ruhende Kugel vom Radius r = r, den
Betrag ag(r,9,¢) und die Richtung der Gravitationsbeschleunigung und das Gravita-
tionspotential Vg(r,3,9) innerhalb und aufRerhalb der Erde. Stelle ag und V gra-
phisch dar. Welche Werte ergeben sich auf der Erdoberflache?

Zur Berechnung der Breitengradabhangigkeit der Gravitationsbeschleunigung wird
ein Punktmassenmodell des Erdellipsoiden mit der Masse M im Mittelpunkt und den
Massen mq und m; bei * rp verwendet: Wie kommt man zu dem Modell? Berechne
unter der Annahme einer konstanten Erddichte die Massen M, m1 und m,. Bestim-
me fir den Aquator und die Pole Richtung und Betrag der Gravitationsbeschleuni-
gung und das Gravitationspotential.

Wie gut beschreibt das Modell aus c) die Breitengradabhangigkeit der Erdbe-
schleunigung? Wie sind die Unterschiede zu den experimentellen g-Werten am A-
quator und den Polen zu erklaren? Wie kann prinzipiell die Gravitationsfeldstarke
ausgedehnter Korper berechnet werden?

Welcher Anteil der Zentrifugalbeschleunigung ay ist fur die Breitengradabhangigkeit
der Erdbeschleunigung relevant? Berechne diesen Anteil fur eine kugelférmige Er-
de mit Radius r = ri. Wie kurz muss ein Erdtag sein, damit ein Mensch auf dem 50.
Breitengrad schwerelos ist?

Fuhre die Berechnung der Zentrifugalbeschleunigung in einem realistischeren Mo-
dell der Erde als Rotationsellipsoid durch. Welchen Schluss lasst der Vergleich mit
dem Ergebnis aus e) zu?

Bestimmung der Erdbeschleunigung in verschiedenen Pendelmodellen

Das Pendel des RCLs werde als reales harmonisches Pendel mit einer geschwin-
digkeitsproportionalen Reibungskraft Fr = cvs und einer Auftriebskraft Fa betrach-
tet:

Berechne das ricktreibende Drehmoment. Stelle die Differentialgleichung fir den
Auslenkwinkel o auf. Bestimme die Bewegungsgleichung a(t) und die Schwin-
gungsdauer T des Pendels.

Wie kann die Erdbeschleunigung g. des realen Pendels experimentell bestimmt
werden?

Spezifiziere die Formel fur g, auf das physische (gp) und das mathematische Pen-
del (gm). Welche GroRer-kleiner-Relationen zwischen g;, g, und gm lassen sich auf-
stellen?



Anharmonisches Pendel

Weshalb ist ein Pendel ein anharmonischer Schwinger? Bis zu welchem Aus-
schlagwinkel ist die Abweichung durch eine harmonische Naherung kleiner als 1
%? Begrunde, warum die Schwingungsdauer des anharmonischen Pendels grolier
als die des harmonischen Pendels ist.

Arbeite in einem Lehrbuch (z. B. VII.1 oder VII.2) die Herleitung der Schwingungs-
dauerformel eines anharmonischen mathematischen Pendels durch:
Gilt die Formel T = To-k(a) auch fur das physische Pendel?

Notiere die ersten vier Summanden der Reihe

0 (uoy 1) o
k(o) =1+ — | sin®| = |:
(a) u=1(]\;!: 2V j (ZJ

Welchen Fehler macht man fur k(20°), wenn man nach dem zweiten Summanden
abbricht?

Modellierung der Schwingungsbewegung

Mit einem Modellbildungssystem (z. B. VII.3) lassen sich Schwingungsbewegung in
beliebigen Pendelmodellen simulieren. Kontrolliere bei den folgenden Aufgaben die
Richtigkeit und Genauigkeit der Simulationen qualitativ und quantitativ durch Ver-
gleich mit analytischen Losungen und durch Variation des Iterationsverfahrens:

Erstelle das Grundmodell eines realen Pendels (physisches Pendel mit geschwin-
digkeitsproportionaler Reibungskraft) fur beliebige Auslenkungen: Untersuche die
Abhangigkeit der Schwingungsdauer vom Auslenkwinkel und von der Dampfung.
Erweitere und spezifiziere das Modell aus a), um

die Abhangigkeit der Schwingungsdauer vom Breitengrad des Pendelstandortes zu
untersuchen: Um welchen maximalen Betrag variiert die Schwingungsdauer?

die Abhangigkeit der Schwingungsdauer von der Raumtemperatur zu untersuchen.

den Kugelradius rk zu bestimmen, bei dem die Schwingungsdauer im physikali-
schen Pendelmodell mit der im mathematischen Ubereinstimmt (vgl. Il.1c).



Aufgaben zum Versuchsaufbau

Bestimmung der Erdbeschleunigung im mathematischen Pendelmodell

Beim Pendel werde bei der g-
Bestimmung sukzessive der zu- b i
nachst vernachlassigte Draht und % l
die vernachlassigte Aufhangung
bertcksichtigt: Nimmt der g-Wert | 7
zu oder ab?

o

Die Aufhangung der Pendel
(Abb. 2) besteht aus einem Qua- e
der (Index q), einem Prisma (In- :

dex p) und einem Zylinder (Index Abb. 2: Daten der Aufhdngung: hq=h,=b, =g, =
z). Berechne die Masse ma sowie 10 mm, I; =1 =20 mm; I, =100 mm, r, = 2 mm, ps
das Tragheitsmoment Ja und den B 70’8256%{:3-‘6 ’kr;';‘? 351 g’.,rgz.; J.églzg?"‘z‘j 2
Schwerpunktsabstand Isa beziig- ’ e '

lich der Drehachse (Kante des Prismas) aus den Daten der Aufhangung. Gib For-
meln fur das Tragheitsmoment Jp des Drahtes und das Tragheitsmoment Jx der
Kugel bezlglich der Drehachse an.

Schuler kennen nicht das physikalische Pendelmodell. Daher soll der Kugelradius
r« des Pendels so berechnet werden, dass die g-Bestimmung im physischen Pen-
delmodell ohne Auftrieb (gp) zum gleichen Wert wie im mathematischen Pendelmo-
dell (gm) fUhrt: Zeige, dass in einem Pendelmodell mit masseloser Aufhangung und
masselosem Draht gm # gp ist. Bestimme den Kugelradius rk des Pendels flr eine
relative Abweichung f(r,) = In 9 _ 0.

p

Auslenkmechanismus des Pendels

Um das Pendel mit einem Elektromagneten auf einen vom Experimentator ge-
wunschten anfanglichen Auslenkwinkel zu bringen, muss die aktuelle horizontale
Auslenkung ak der Kugel des Pendels bekannt sein. Diese wird aus der Dunkelzeit
tp beim Durchgang des Kugelmittelpunkts durch den Laserstrahl der Lichtschranke
ermittelt:

Leite eine Formel zur Berechnung von ak aus tp her. Berechne Auslenkwinkel, Ge-
schwindigkeit des Kugelmittelpunkts beim Nullduchgang und die Dunkelzeit fur
akmin = 5 cm und ak max = 50 cm.

Nahere die Formel so, dass ax ~ 1/tp wird und Uberprife, ob die Abweichung klei-
ner als 5 mm ist.



3. Funktionsweise der Lichtschranke des Pendels
Abb. 3 zeigt das Schaltbild der Lichtschranke:

pC A1 +3v3

+—— LP2330 o2 Signal
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C0-50-059-02d%
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Abb. 3: Schaltbild der Lichtschranke.

a) Identifiziere die Schaltungsgruppen und beschreibe mdglichst detailliert die Funkti-
on der Schaltungsgruppen. Informationen zu Bauelementen siehe VIl.4



Aufgaben zur Versuchsdurchfiihrung und Versuchsauswertung

Genaue Bestimmung der Erdbeschleunigung

Ein Physiklernender hat die Idee, die Erdbeschleunigung g mit einem Pendel zu
messen. Dazu bringt er bei einer Raumtemperatur von 20 °C mit Hilfe eines Ta-
schenmafbandes (Al = + 0,9 mm) im Abstand von 1 m von der Kugeloberflache der
Kugel (Radius 2 cm, Dichte 7,85 g/cm®) eine Markierung am Draht (Durchmesser
0,4 mm, Dichte 7,95 g/cm3, Temperaturausdehnungskoeffizient 1,7-10°/°C, Elastizi-
tatsmodul 1,7-10"" N/m?) des noch nicht aufgehéngten Pendels an.

Am nachsten Tag klemmt er den Draht an der Markierung zwischen zwei Backen
ein. Mit der Handystoppuhr misst er bei einer Raumtemperatur von 25 °C und ei-
nem anfanglichen Auslenkwinkel von 20° fur 20 Schwingungen eine Zeitdauer von
40,82 s. Wahrend der Messung nimmt die horizontale Auslenkung der Kugel um
weniger als 1 mm ab:

Bestimme g als Physikexperte. Quantifiziere mdgliche Fehler/Abweichungen eines
Physiklernenden bei der Messung/Bestimmung von g nach Betrag und Vorzeichen.
Wie lassen diese sich minimieren/korrigieren?

Nimm eine Bewertung der Fehler und Abweichungen im Hinblick auf eine Bestim-
mung der Erdbeschleunigung mit einer Genauigkeit von mindestens 0,005 m/s? vor.

Langendnderung des Drahtes wahrend der Pendelbewegung

Leite unter der Annahme eines starren Drahtes eine Formel vs(a, oo, g, Is) zur Be-
rechnung der Geschwindigkeit des Pendelschwerpunktes beim Passieren der Ru-
helage her.

Welche Krafte kdnnen zu einer Langenanderung des elastischen Drahtes wahrend
der Pendelbewegung flihren? Berechne unter der Annahme Kugelmasse mg =~
Pendelmasse m die Krafte in Abhangigkeit von a mit den Parametern ap, m und g.

Berechne die Langenanderung Alp = | - Ip, wobei Ip die Drahtlange des hangenden
und ruhenden Pendels ist. Stelle Alp(a) flr ap = 10° graphisch dar und erklare das
Ergebnis qualitativ.



IV. Lésungen zu |

Ursachen und Modelle der Breitengradabhangigkeit der Erdbeschleunigung
Die Breitengradabhangigkeit der Erdbeschleunigung hat zwei Ursachen:

Da die Erde keine Kugel, sondern naherungsweise ein abgeplatteter Rotationsel-
lipsoid ist, ist die Gravitationsbeschleunigung entlang eines Langengrades nicht
konstant. Die Gravitationsbeschleunigung nimmt mit zunehmendem Breitengrad zu.

Da die Erde um die Erdachse rotiert, wirkt auf jeden Kérper im rotierenden Bezugs-
system aulder der Gravitationskraft bzw. -beschleunigung die Zentrifugalkraft als
Tragheitskraft bzw. die Zentrifugalbeschleunigung als Tragheitsbeschleunigung.
Diese hangen vom Abstand des Korpers von der Erddrehachse ab und nehmen
daher von einem Maximalwert am Aquator mit zunehmendem Breitengrad bis auf
Null an den Polen ab. Beide Ursachen wirken in die gleiche Richtung, so dass die
Erdbeschleunigung am Aquator kleiner als die an den Polen ist.

Aufgrund der kugelsymmetrischen Massenverteilung hangen ag und V nur von der
Position auf einer durch den Kugelmittelpunkt gehenden r-Achse ab. Durch Integra-
tion Uber Massenelemente (vgl. VII.2, S. 71 - 73) oder mit dem Satz von Gaul} er-
halt man ag. V ergibt sich durch Integration von ag mit den Randbedingungen V()
= 0 und der Stetigkeit von V bei r = rp:

Mg .
= flr r<—r, Gm
r ——E(r* =3.2) fur |f|<r,
Gm, .. 2’
ag(r)=q——==r fur |r|<r, V(r)= P
G 3 P
o Gm. ..
— far |f|>r
Gm. .. r
7z farr>r,

Es ist ag(rp) = -9,857 m/s? und V(rp) = -6,266-10" J/kg.

o in s Yin kg
T U S S S LN SO SN S A

10-!

a1

51

4

[T T
I | I I
t T t t

=t

Abb. 4: Gravitationsfeldstéarke der Erde. Abb. 5: Gravitationspotential der Erde.

Aufgrund der kugelsymmetrischen Massenverteilung zeigt die Gravitationsbe-
schleunigung in jedem Raumpunkt zum Kugelmittelpunkt. Eine Breitengradabhan-
gigkeit liegt nicht vor.

Die Masse M ersetzt nach Newton die Gravitationswirkung der Erdkugel mit Radius
r = rp. Die Massen m4 und m; sollen die Gravitationswirkung der Wilste ersetzen.
Da die Wulste gleich sind, muss my = my = m sein. Das Ellipsoidvolumen VEjipsoid,

10



das Volumen Viyger der Kugel mit Radius rp und das Volumen Vwyist eines Wulstes
betragen

Ellipsoid

= inrAsz, =1,08324-10*" m°®
3
4

Kugel — o

Ly

Wulst — E( Ellipsoid

ar,® =1,07598-10%' m?

- VKugel ) = 3, 62993 * 1 018 m3

Mit der Erddichte pe = me/VEiipsoia = 5514,58 kg/m?® erhalt man die Massen M =
5,93358-10%* kg und m = 2,00175-10" kg.

M m m m
a.|=G(—+ + =12,64 —
‘ G’A‘ (rA2 (r/-'\_rP)2 (rA+rP)2 s?
m G m m
a M+—=)=9,79 —
Pos| =Gz +32 5= 2 M ) x

Die Beschleunigungsrichtungen zeigen zur Punktmasse M. Die Potentiale ergeben
sich durch Summation der Einzelpotentiale:

Vi——gM,_M M ) g234.10" L
rA (rA 1) (g +1p) kg
V, = G( e G(M+\/§m)=—6227-107 J

,m,__G J
fr Jor,m o ’ kg

Das Modell liefert wegen der Rotationssymmetrie um
die Erdachse in Ubereinstimmung mit dem Experi-
ment einen konstanten ag-Wert entlang eines Brei-
tenkreises. Nach c) ist ag 4 > agp im Widerspruch zu
den experimentellen Daten aus zwei Grunden: Der
Abstand der Massen m von der Masse M ist willkar-
lich gewahlt. Der Wert ag 4 ist zu grol3, weil, die Erd-
dichte nicht konstant ist. Die Erdkrustendichte von
ca. 2 - 3 g/lcm?® betragt nur etwa die Halfte der mittle-  Abb. 6: Bestimmung der Gra-
ren Erddichte von 5,5 g/cm?. Daher wurde die Masse ~ Vitationsbeschleunigung.
und Gravitationswirkung der Wulste zu gro3 berechnet.

Man zerlegt den Korper wie in Abb. 6 in infinitesi-
male Masseelemente dm = p(r)dV und summiert

die Beitrage ;(
. . P 8

45, =G~ dm K

- =3 N
|r_r | P

<
N

vektoriell im Punkt P zu
RSLUISIPY
v |r ~T |

auf. Ein weiterer Weg ist die Summation der Poten-
tiale mit anschliellender Gradientenbildung.

Abb. 7: Skizze zur Berechnung
von agz, fiir kugelférmige Erde.

11



e)

Die Richtung der Zentrifugalbeschleunigung az ist immer axial bzw. senkrecht zur
Drehachse (Abb. 7). Nur der Anteil az in Gegenrichtung zur Gravitationsbeschleu-
nigung tragt zur Erdbeschleunigung bei:

a, = ®’rcos¢ = ®’r; cos’ @ 2 I

Der Maximalwert o’ra = 0,0337 m/s® wird am
Aquator erreicht, an den Polen ist wegen r =
0 auch az = 0 (Abb. 8). st

Fur Schwerelosigkeit muss az = g sein. e
Damit erhalt man: ol

2
/r-- cos
(,02 — g 2 <:> T — 27_c A (p -80 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 10 O 10 20 30 40 50 60 YO 80 90 tpin°
ry COS“ ¢ g

—3256s=54min16s ~ 1h Abb. 8: az (o) fiir kugelférmige Erde.

~

Im Vergleich zum Modell aus a) verandert sich der Abstand r eines Punktes von der
Rotationsachse der Erde (Abb. 9). Dieser kann aus der Funktionsgleichung einer
Ellipse mit den Halbachsen a und b berechnet werden:

2 2 2 2 a2 2 2
L ta? L=1e1(e)= b @(rij =1+[rij tan® ¢
a® b” g M e Y r M

[F’J +tan’ ¢

Fa
Unter der Annahme, dass die Gravitations- y
beschleunigung des Erdellipsoiden zum Mit- L AN
telpunkt M des Ellipsoiden zeigt, lasst sich 5 AN
az: berechnen. Allerdings stehen jetzt radiale \/P(@\.\\
und tangentiale Komponente der Zentrifu- \0\7 z
galbeschleunigung az nicht mehr senkrecht

aufeinander. Den Winkel a erhalt man aus
der Steigung der Ellipse:
2

‘)= 1-X |- X _tang
y ~dx a®| a? 2 Abb. 9: Skizze zur Berechnung von

az fur eine ellipsoidférmige Erde.

Anwendung auf unseren Fall und Einsetzen von r(o) liefert:

r 2
=tano < a(p) = arctan| ——>——
/ f tan(p r,”tang
—1

Nach Abb. 9 erhalt man im Dreieck mit den Innenwinkeln ¢ und a:

az _ a;
sina. sin[180 — (o + ¢)]
Y sina(o)
= O Glate) + )

12



Die Differenz Aaz(¢p) = az(kugelférmige Er-
de) - azf(ellipsoidférmige Erde) ist in Abb. 10
dargestellt. Fir die Pole ist diese wegenr =0
und fir den Aquator wegen r = rp bei der ku-
gelfdrmigen Erde Null. Da Aagz, < 0,0001 m/s?
ist der Einfluss der Erdabplattung auf die
Zentrifugalbeschleunigung im Vergleich zu
dem auf die Gravitationsbeschleunigung von

/

/

/

L5051

Ay, in mis?

-4
-5
005
T 05T

5T

Ydpe-s1
085 1
e 4

‘\
g5

-90 -B0 -70 -B0 -50 -40 -30 -20 10 0O 10 20 30 40 50 GO 7O 8O 90

ca. 0,02 m/s? vernachlassigbar.

pin®

Abb. 10: Skizze zur Berechnung von az,
fiir eine ellinsoidformiae Erde.

Bestimmung der Erdbeschleunigung in verschiedenen Pendelmodellen

Formel

Erlauterung

o1 2
My =Flg =cv¢lg = calg

Reibungskraft Fr steht senkrecht auf dem Hebelarm
Is

Annahme, dass Reibungskraft Fr proportional zur
Schwerpunktgeschwindigkeit vs ist (Stokesche Rei-
bungskraft), weil mathematisch am einfachsten und
dies zur Beschreibung der Pendelbewegung aus-
reicht

Umrechnung der Schwerpunktgeschwindigkeit vs in
Winkelgeschwindigkeit ®

Jo =M = —~(m—-p, V)glso —calg’

cly® L+ (m-—p V)gls =0
J J
&+ 280+ w’o =0

o+

Ansatz mit Newtonschen Grundgesetz der Mechanik
fur Drehbewegungen

Naherung sina = a fur kleine Winkel o im Bogenmal}

Homogene lineare Differentialgleichung (DGL) zwei-
ter Ordnung

a(t) = ke™

A%+ 280+ ," =0

s =854 Tt = 51
=-dtin

a(t)=C,e ™ sin(wt)+ C,e™ cos(wt)

= e "[C, sin(wt) + C, cos(wt)]

Einsetzen des Losungsansatzes mit Exponential-
funktion in DGL liefert charakteristisches Polynom

Konjugiert komplexe Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms fiir den interessierten Schwingfall (5
< Q))

Allgemeine Lésung der DGL ist Linearkombination
der den Nullstellen zugeordneten Fundamentall®-
sungen

Kreisfrequenz o (Schwingungsdauer T) des ge-
dampften Pendels ist kleiner (gréRer) als die Kreis-
frequenz wy (Schwingungsdauer Ty) des ungedampf-
ten Pendels

13



o(0) = a, a(0)=0

o(0)=C, =0,

. _ sa-dt : o Konstanten C; und C, werden fir die Anfangsbedin-
a(t) = —8e "[C, sin(wt) + o, cos(at)] gungen berechnet, dass Pendel zum Zeitpunkt t = 0
e " [C,ocos(nt) - a,0sin(wt)] mit dem Auslenkwinkel o = oo und der Winkelge-

N schwindigkeit o = 0 losgelassen wird
a(0)=-00,+C,0o=0=C,=0a,—  Einsetzen der Konstanten ergibt Lésung der DGL fiir
Q) diese Anfangsbedingungen

a(t)=a,e™ [Esin(oat) +cos(mt)]
()

= a, (E) 1-e‘&sin[(mt)+arctan(9)]
® o

e Die Summation trigonometrischer Funktionen mit
gleicher Kreisfrequenz ergibt phasenverschobene
trigonometrische Funktion

N e Die Dampfung des Pendels ist sehr klein, so dass 6
a(t) ~ a,e™ cos(wmt) << o bzw. 8/ << 1 ist und der Sinus-Term gegen-
Uber dem Cosinus-Term vernachlassigt werden kann

b)

Aus der Formel fur die Schwingungsdauer T erhalt man:

2
(A:IZ+82]-J

g =
(m—p V)-ls

Die Grélken m, V und J mussen berechnet bzw. gemessen werden, p. = 1,3 kg/m3
ist bekannt, T wird direkt gemessen, die Dampfungskonstante wird indirekt aus den
Ausschlagwinkeln zu den Zeitpunkten t; und t; bestimmt.

m(“(mj
_ a(t,)

tz _t1

Fur ein physisches Pendel ohne Reibung ist 8 = 0 und fur fehlenden Auftrieb muss
pL = 0 sein:
g = 47°J
P TPmig

Fur ein mathematisches Pendel ist Is = Isk und J = mISKZ:
B 4712ISK
gm - T2 .
Es ist
47'52 2
Ca vV ay
(m-p V)lg Tz(m -pVls

g = 9p-

Mit gm kann keine generelle GroRRer-kleiner-Beziehung hergestellt werden, da die
Zusammenhange zwischen |s, J und Isk von der konkreten Gestalt des Pendels ab-
hangen.

14




Anharmonisches Pendel
Die Ruckstellkraft F; ist nicht zur Auslenkung proportional.

fo AR _mga-mgsina o 4 goq0
F mgsina sina sina

r

<1,01

Durch Probieren erhalt man o < 14°. Die wahre Ruckstellkraft ist kleiner als die ge-
naherte Rlckstellkraft, so dass sich eine geringere Bahnbeschleunigung und damit
eine groRere Schwingungsdauer ergibt.

Ja, weil die Struktur der Differentialgleichung fur das mathematische und physikali-
sche die gleiche ist.

Aufschreiben der Reihe bis n = 3:

k(o) =1+ i(ﬁ 2;;1J sin® (%j

v=1

{3 o (2 () (8 (5

1 . ,(« 9 . (a 225 . o[«
=1+ —sin“| — |[+—sin" | — |+ sin" | — [+...
4 2) 64 2) 2304 2

s

o 2
1+1sin2(20 j=1,007538 und T=T, 2] do
27" (72 "

0 \/1 —sin? (a]sin2 )
2

Beim Integral handelt es sich um ein elliptisches Integral der Form

=T, -k(a).

9
do
F(c,9)= | —.
‘([\/1—czsin2d)
mit ¢ = sin(a/2), 9 = n/2. Tabellenwerke (z. B. VIL5) liefern fir a = 20°

F(sin10°,m/2) = 1,5828 und damit k(20°) = 2:1,5828/n = 1,007641 und damit einen
Abweichung von 0,01 %.

Modellierung der Schwingungsbewegung Parameter

q(m/s"?  mikg) IS (m)  c(MNs/m) alphal

Abb. 11 zeigt das Modell mit den Parame-
tern J =5kgm? m=2kg,ls=1m,g= 9,81
m/s?. Eine groRere Dampfung (groRerer Pa-
rameter c) und groRerer anfanglicher Aus-
lenkwinkel o vergroRern die Schwingungs-
dauer T (Abb. 12 und Abb. 13).

J (kgm™2) s
I,

Newtonsche
Grundgleichung

Durch Erweiterung des Wirkungsgefluges
(Abb. 14) um die WELMEC-Formel kann g in
Abhangigkeit von ¢ und h variiert werden.
Grolieres @ und h fihren zu gréRerem g und

alpha__(1/572) alpha_(1/s) alpha (rad)

Kinematik Kreisbewegung
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Abb. 11: Wirkungsgefiige fiir reales Pendel.



zu einer kleineren Schwingungsdauer. Durch Ausgabe in eine Tabelle erhalt man
fur h = 0 die Schwingungsdauern T(0°) = 3,3957 s und T(90°) = 3,3868 s, also AT =
0,0089 s ~ 10 ms. Man braucht also eine elektronische Zeitmessung.

Die Erweiterung des Modells um die Formel flr eine temperaturabhangige Langen-
anderung eines Drahts ergibt zum zunehmender Temperatur 9p eine grollere
Drahtlange Ip und damit eine gréf3ere Schwingungsdauer T des Pendels.

Fvalpha (alphald=10)
E hipha (alpha0=20)
E Mpha (alphal=30)

L L Ll A e S NI A A AL A I T i
7 3 4 B 7 ] 10 E { 2 3 5 &

_apk

Abb. 12: VergroRerung der Schwingungsdauer Abb. 13: VergroRerung der Schwingungsdauer
bei groRerer Dampfung (a in Grad). bei groBerem Auslenkwinkel (a in Grad).

Mit der GroRe Phys Math kann zwischen dem physischen und dem mathemati-
schen Pendelmodell gewahlt werden. Dadurch werden wahrend der Simulation die
entsprechenden Formeln fir das Tragheitsmoment J und das Drehmoment M ver-
wendet. Fur rx = 4,5 cm stimmt die Schwingungsdauer im mathematischen und
physischen Pendelmodell Uberein (vgl. 1l.1c). Umgekehrt liefert dann die gemesse-
ne gleiche Schwingungsdauer im mathematischen und physischen Pendelmodell
den gleichen g-Wert.

Kugeldaten Drahtdaten Ortsdaten

thoK {ka/m™3) K (m) D m)  rhoD(kg/m"3) 1D0(m) aD(1/°C) thetaD('C) ohi () b {rri)

Newtonsche
Grundgleichung

alpha0 m{?—

alpha__(1/s72) alpha_ (1/s) alpha (rac)

Kinematik Kreisbewegung

Abb. 14: Erweitertes Wirkungsgefiige zur Untersuchung
des Weltpendels.
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V. Losungen zu ll

1. Bestimmung der Erdbeschleunigung im mathematischen Pendelmodell

a) Der Schwerpunkt S des Pendels wandert nach oben, d. h. Is wird kleiner. Das Trag-
heitsmoment J und die Masse m des Pendels werden gréfRer. Nach

g = 47%)
P T?mlg

kann daher nicht entschieden werden, ob der g-Wert gro3er oder kleiner wird.

b) Die Daten des Prismas mussen fur die Daten der gesamten Aufhangung berechnet

werden:
Masse fiir " . Abstand Schwerpunkt-
Abmessungen o =17,850 g/cm3 Tragheitsmoment Drehpunkt
2, 1 2 2 1 2 |
Rohrchen r,=2mm m, = pnr,’l, J, = Emz(lz +3r,°)+ mzzlz Iy, = 5
(Zylinder) I, =20 mm =197g © B
’ =0,265-10" kgm =+10,00 mm
_ = gh 1 1 4 2
Schneide gp - ]8 mm m, = pTPI" J, = Emp[gp2 +2(h,? +qu2)] +m, §hq2 l, = ,ghp
(Prisma) P -6 2
lp =100 mm =3925¢ =2126-10° kgm =-6,67 mm
- _ 1 1 h, Y 7
gomme | IR0 | Moo |
(Quader) | '~ 20 mm =1570 g — 11,67 mm
=3,794.10°° kgm? ’
Aufhin- Ma = M, + My + mq Ja=d+dp+ g | = Melse #Mylep + Mol
m
gung = = 10 kgm? :
56,92 g 6,185-10” kgm —-7.47 mm

Formeln flr das Tragheitsmoment einer Kugel und eines Zylinders fir die Rotation
um Schwerpunktachsen finden sich z. B. in VII.2. Mit dem Satz von Steiner erhalt

man
1 2 1 2 1 2 2
Jg = %mKrkz +mylg® =18,5906 kgm?
c) Esist
2 2 2
g ~ 4TCZJ B 4TCZJK ~ 47[ (mKISK +ngrK )_ 4Tc2|SK +2 rK2 _g g rKZ >g
P T Tml,  Temg, T2m, g, T2 574, " 5T,
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Formel

Erlauterung

fo 9% Gn o Formel fir die relative Abweichung f von g,
g, g, bezogen auf g,
4%, k*>  T?ml mlg, |
=T S =SS 1 e Einsetzen der Formeln fir g, und g,
T 4n°Jk J

e Formel zur Berechnung des Gesamt-

_ lse(Malsa +Mplsp +mMilse) schwerpunktes aus Einzelschwerpunkten
Ja +dp + e Gesamttragheitsmoment ist Summe der

Einzeltragheitsmomente

lg (M, +1ml+ml )
SK A'SA E D'D K'SK

1 2 2 2 2
JAJrngID JrngrK + My lgi

Einsetzen des bekannten Abstands zum
Schwerpunkt des Drahts

Einsetzen der Formeln fiir die Tragheits-
momente bezliglich des Drehpunkts

1 4
(I + )M sn + = pori?l? +— pern (I + 1 )]
— 2 3 -1 o

1 8 4
U gpombzlo3 + 15 pKT[rK5 + 3 pKTchS (Ip +1¢ )2

Ersetzen der abhangigen GréRen durch
voneinander unabhangige Grofien

Diese Gleichung kann nicht nach rx auf-
gelost werden. Losung mit Graph der
Funktion f(r) nach Abb. 15. Die Nullstelle

liegt bei rk = 4,4 cm.

fin%

Abb. 15: Abhédngigkeit der relativen Abwei-

chung f bei der g-Bestimmung im mathemati-

Auslenkmechanismus des Pendels

Die horizontale Auslenkung ax (Abb. 16) wird
im physischen Pendelmodell aus der Dunkel-
zeit tp mit dem Energieerhaltungssatzes (Um-
wandlung von Lageenergie in Rotationsener-
gie) berechnet:

2
rot

1
Epot =E @mthEJ(D
Unter Beachtung, dass die Geschwindigkeit
des Kugelmittelpunkts nicht mit der des Pen-
delschwerpunkts Ubereinstimmt, entnimmt
man Abb. 15 mit Hilfe des Satzes von Pytha-

goras, dem Strahlensatz und der Umrechnung

18

schen Pendelmodel vom Kugelradius rg.

Abb. 16: Skizze zur Berechnung des
Zusammenhangs zwischen der hori-
zontalen Auslenkung ak und der
Dunkelzeit tp.



zwischen Bahn- und Winkelgeschwindigkeit o, dass

2 & _ bk«
aK |SK VS VK

Einsetzen der Formeln in den Energieansatz und Auflésen der Wurzelgleichung
nach v ergibt:

2 2 3 2
Vg = 2m9|3 Is - |32 _aK2|i2 = 2m9|3 1- 1_a_K2
J |l J s

Die naherungsweise Berechnung der Momentangeschwindigkeit vk aus der Durch-
schnittsgeschwindigkeit ergibt ak(tp):

2
S, Js,? Js,?
v, ~30 a (t,)=I D —( D
“ P S  mgl’t,? | 2mgl’t,?

Mit sp = 2rx und a = arctan(a—KJ erhalt man die folgende Tabelle:

SK
Anfa,',;‘;gﬁiﬁ‘;f‘,',fun ga | Auslenkwinkel a | Geschwindigkeit vi(| Dunkelzeit to
aK,min = 5 cm (X,o’min = 1’06‘7 VK,min = 9’3 Cm/S tD,max - 0,92 s
aK,max = 50 cm ao’min = 10’670 VK,max = 95,8 Cm/S tD,min - 0’09 s
: 4Jr.? . ,
Mit sp = 2rx und e =—== erhlt man sk
mgls 20F

aK(tD) = ISK

2 — !
e e | e 15
T2 Flsk 7 -

t.> |2t t,

Abb. 17 zeigt, dass die Abweichung Aak

fur tp € [0,09 s; 0,92 s] kleiner als 2 mm
ist. 00

051

t t t t i + + t T t
on a1 0z 03 04 05 06 o7 0s oal 1.0
0,09 092 t ins

Abb. 17: Differenz Aak zwischen genéaher-
ter und ungenaherter Berechnung von
aK(tD).
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3.

a)

Funktionsweise der Lichtschranke des Pendels

22p

1
| e |
| S
uC Al +3v3
” LP2950 2 Signal
3 +
SY# 2N & OPA347P 74L514D
=" = =
i [}
= i
8 )
2
Strom-
Spannungs- Laser- Foto- Spannungs- Schmitt-
versorgung diode diode Wandler Trigger

Abb. 18: Beschriftetes Schaltbild der Lichtschranke.

Abb. 18 zeigt die beschrifteten Schaltungsgruppen. Der optische Teil der Licht-
schranke besteht aus einer mit stabilisierter Spannung versorgten Laserdiode und
einer Fotodiode. Das Signal der Fotodiode wird mit einem Operationsverstarker
verstarkt und mit einem Schmitt-Trigger impulsgeformt.

e Die Laserdiode APCD-650 kann vom Mikrocontroller uC im Interface Uber den
Ausgang A1 (5 V oder 0 V) ein- oder ausgeschaltet werden. Der Spannungsreg-
ler LP2950 passt die Spannung von 5 V an die Betriebspannung der Laserdiode
von 3,3 V an.

e Das Licht der Laserdiode trifft auf die Silizium-PIN-Fotodiode SFH203FA. Als

PIN-Diode mit einer intrinsischen, eigenleitenden Schicht zwischen p-dotierter
und n-dotierte Schicht, hat diese ei-
ne geringe Sperrschichtkapazitat
und damit eine kurze Schaltzeit.
Obwohl das Maximum der Licht- 4
empfindlichkeit bei 800 nm im Infra-
roten liegt, wurde wegen der Sicht-
barkeit des Laserstrahls eine La-
serdiode mit 650 nm Wellenlange
verwendet.

e Die Fotodiode liefert einen kleinen
lichtintensitatsabhangigen Kurz-
schlussstrom lx, der mit dem als
Strom-Spannungswandler  betrie-
benen Operationsverstarker amin
OPA347P in eine zum Kurz- 0 04 038 12 1.6 2

. U, U
schlussstrom proportionale Aus- omin
gangsspannung Ua = -1 MQ-lx um- Eingangsspannung Ugin V
gewandelt wird. Der Kondensator . .
von 22 pF reduziert Overshots und Abb. 19: Ubertraggrigzzurrs\!(tlon des Schmitt-
filtert 50 Hz - Netzspannungsstor-
signale heraus.

A Uen BunuuedssBuebsny
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e Der nachgeschaltete invertierende Schmitt-Trigger 74LS14D dient der Impuls-
formung fur die nachgeschaltete digitale Elektronik, der Erzeugung eines mog-
lichst rauscharmen Signals und damit der Erhdhung der Messgenauigkeit der
Zeitmessung. Anhand der Ubertragungsfunktion (Abb. 19) wird das verstandlich:
Fallt die Eingangsspannung U unter Ue min = 0,85 V, dann steigt die Ausgangs-
spannung U, schlagartig von Uz min = 0,2 V auf Usmax = 3,3 V. Steigt die Ein-
gangsspannung U, Uber Uemax = 1,65 V, dann fallt die Ausgangsspannung U,
schlagartig von Ug max = 3,3 V auf Ua min = 0,2 V. Bei beleuchteter Fotozelle ist U,
= Uamax, ansonsten Us = Ug min.

Zusatzinformationen: Verfahren und Genauigkeit der Zeitmessung

Das Ausgangssignal des Schmitt-Triggers wird einem Mikrocontroller ATMega88
zur Messung der Dunkelzeit der Kugel und der Schwingungsdauer T des Pendels
zugefihrt. Dieser wird von einem temperaturstabilisierten Quarzoszillator FOX924
mit f = 10 MHz + 2,5 ppm = 10’ Hz + 0,00025 % = 10" Hz + 25 Hz und damit hoher
Frequenzgenauigkeit getaktet.

Gemessen wird die halbe Schwingungsdauer T dadurch, dass die Anzahl der
Schwingungen des Quarzes zwischen der Unterbrechung des Laserstrahls (Hell-
Dunkel-Ubergang) und dem Ubernachsten Austritt der Kugel aus dem Laserstrahl
(Dunkel-Hell-Ubergang) gemessen wird. Die Frequenzungenauigkeit fihrt bei einer
zu messenden Schwingungsdauer T des Pendels von ~ 3,3 s zu einem Fehler AT =
+2,510°.33s=1+82510"°s = + 8,25 us. Die Daten werden mit einem 12C-Bus
zum Mikrocontroller im Interface Ubertragen.

Messungen der Schwingungsdauer des Pendels ergeben allerdings Schwankungen
der Schwingungsdauer in der 4. Nachkommastelle von + 0,1 ms. Ursachen sind:

e Durch den Ablosevorgang vom Elektromagneten hervorgerufene Schwingungen
um den Befestigungspunkt des Drahtes an der Kugel (Wobbelbewegungen)

e Auf- und Abbewegungen der Kugel aufgrund des elastischen Drahtes
o Reflexions- und Beugungseffekte des Laserstrahls an der Kugeloberflache
Der Gesamtfehler der Zeitmessung betragt somit 0,1 ms.
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VI. Losungen zu llI

1. Genaue Bestimmung der Erdbeschleunigung

a) Der Physikexperte verwendet fur eine mdglichst genaue g-Bestimmung das reale
Pendelmodell. Da die Abnahme der Amplitude nicht genau bekannt und sehr klein
ist, wird das physische anharmonische Pendelmodell mit Auftrieb verwendet:

4rJ
9% = k?
T5(m-p Vs

b) m=mp+mkg=(1,0+263,1)g=264,1¢g
V =Vp + Vg =(1,26-107 + 3,35.10°) m* = 3,3626-10° m®
J=Jp +Jk=(3,3310" + 0,2737) kgm? = 0,274 kgm?
In(25 °C) = 1,00009 m
Is =1,01803 m
Isk =lp+rk=1,02m
k(20°) = 1,0077
T =40,82 /20 =2,041 s

Damit erhalt man g, = 9,8094 m/s2. In der nachfolgenden Tabelle ist fiir jede fehler-
behaftete GroRe G mit obiger Formel durch Einsetzen des fehlerhaften Werts (der
fehlerhaften Werte) der oder die fehlerhafte(n) g-Wert(e) ermittelt worden. Dann
wurde die Differenz Ag zu g, = 9,8094 m/s? ermittelt.

Ursache des Bestimmung von Ag Fehler-

Fehlers Minimierung
Statistischer Fehler |Al =+ 0,9 mm Besseres Messmit-
der Drahtlangenmes- | gmin = 9,8007 M/S%; gmax = 9,8181 m/s? tel (z. B. die Mess-
sung Ag = + 0,0087 m/s? apparatur)

At~ £ 0,2 s (Reaktionszeit)

Trmax = 2,051'S; Trin = 2,031'S; Gmin = 9,7140 M/S?; Gmax
=9,9062 m/s®

Ag =+ 0,0961 m/s?

Besseres Messmit-
tel (z. B. Licht-
schranke)

Statistischer Fehler
der Schwingungsdau-
ermessung

Als ~ 0, da ls (20 °) ~ Is (25 °)= 1,01803 m

g = 9,8094 m/s® Korrektur mit For-

Temperaturabhangig-

keit der Drahtlange Ag~0 m/s2 mel
Berechnung von Alp = Als nach L bei
i angenmessung bei
Drahtverlangerung o, = ¢E, & M9 _ A—IDED < Al =1y ™I _ 0,12 mm hangendem Pendel
durchPhar:jg?ndes A,ZD D EoAp oder rechnerische
ende g =9,9860 m/s Korrektur

Ag = +0,1766 m/s?

Abhangigkeit der Ak =0,0077 (k = 1 fir harmonisch)
Schwingungsdauer |g = 9,6598 m/s?
vom Auslenkwinkel |Ag = -0,1496 m/s?

Korrektur mit For-
mel g = g(k = 1)-k?

Abhangigkeit des g- | Mathematisches harmonisches Pendelmodell:
Werts vom Pendelmo- |g = 9,6666 m/s?
dell Ag = -0,1428 m/s?

Geeignetes Pen-
delmodell

p=0
g = 9,8078 m/s?
Ag = -0,0016 m/s?

Vernachlassigung des
Auftriebs

g-Formel mit effek-
tiver Masse
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c)

Biegesteifigkeit des Drahts fiihrt zu einem tiefer lie- Aufhangung mit fes-
genden Drehpunkt und damit zu einer kirzeren Draht- |ter und mdglichst
lange: reibungsfreier Dreh-
Ag>0 achse

Scheinbare Drahtver-
kiirzung durch Biege-
steifigkeit des Drahts

Die groften Fehler entstehen durch zu ungenaue Messung der Periodendauer und
der Drahtlange, das Vernachlassigen der Anharmonizitdt des Pendels oder der
Dehnung des Drahtes unter Belastung und durch ein zu stark vereinfachendes
Pendelmodell. Unser Physiklernender kann durch Kombination von Fehlern unter-
schiedlichen Vorzeichens durchaus zu ,guten“ Messergebnissen kommen: Z. B.
wenn er die Verlangerung des Drahtes unter Belastung unbertcksichtigt lasst und
im mathematischen harmonischen Pendelmodell auswertet. Dann wird Ag = 0,034
m/s?. Fiir eine g-Bestimmung auf 0,005 m/s®> miissen Fehler bzw. Abweichung
madglichst vollstandig minimiert bzw. berlcksichtigt werden (vgl. letzte Spalte).

Langendnderung des Drahtes wahrend der Pendelbewegung

Die Schwerpunktsgeschwindigkeit vs wird mit dem Energieerhaltungssatz (Abnah-
me der potentiellen Energie gleich Zunahme der Rotationsenergie) unter Vernach-
lassigung der Reibung bestimmt:

mgh, —mgh = %sz

Mit der Beziehung zur Umrechnung von Winkel- in Schwerpunktsgeschwindigkeit,
der Naherung, das die Pendelmasse im Pendelschwerpunkt konzentriert ist und
geometrischer Beziehungen (Abb. 20) erhalt man:

0=— J~ml? h=I5(1-cosa) h, =ls(1-cosa,)

Damit erhalt man

v.> =2gls(cosa —cosay,).

Der radiale Anteil Fg, der statischen Ge-
wichtskraft Fg und die Zentripetalkraft F7 "
fuhren aufgrund des endlichen Elastizitats- «
moduls Ep zu einer Langenanderung Al des o
Drahtes. ls

Fer Unter Vernachlassigung des Eigenge-
wichts des Drahtes und mit der Tatsache,
dass das Gewicht der Aufhangung von der E
Wandhalterung getragen wird erhalt man

nach Abb. 12 Abb. 20: Skizze zur Berechnung der
. Geschwindigkeit des Schwerpunkts.
G

——

mygcosa flir |of<90°.

r

Fz: Einsetzen des Ergebnisses aus a) in Formel flr die Zentrifugalkraft ergibt, dass
die Zentrifugalkraft unabhangig von Is ist:
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2
Y
S
F, = ml— =2mg(cosa —cosa,,)
S

Die Gesamtkraft F berechnet sich mit der Naherung mx ~ m zu

F=F,, +F, ¥ mgcosa +2mg(cosa - cosa, ) = 3mgcos a. —2mgcos o, .

Die Lange | und Langenanderung Al eines Drahtes unter Belastung kbnnen nach
dem Hookeschen Gesetz aus der Lange |y des unbelasteten Drahtes berechnet
werden:
o =¢E, ot L E, < l=l,1+ F ) Al=1-1, =1, F
D IO D 'D DAD

In unserem Fall betragt die Lange | des Drahtes unter der Kraft F mit b = Emg

D" 'D

3mgcosa —2mgcosa.,
EDAD

[=1,(1+ )=1,(1+3bcosa —-2bcosa,).

Die Lange |y des unbelasteten Drahtes kann aus der unter Belastung gemessenen
Lange Ip des Drahts berechnet werden:

mg I
, — <l =
E, AL 1+b

ID_|O=

Die Langenanderung Alp des Drahtes gegenuber der unter Belastung gemessenen
Lange Ip des Drahtes betragt

Aly(o,04)=1-1; = 1lfb(1+3bcosoc—2bcosoco)—lD :ID%@cosa—Zcosao -1).
Nach dem Diagramm (Abb. 21) schwankt s am
die Lange des Pendels wahrend der P S
Schwingungsbewegung fiir ap = 10° um S B
ca. 150 um = 0,15 mm. Die Existenz ei- / " \
ner Lange | = Ip bei a = + 8° Iasst sich / ® \
qualitativ erklaren: A I A A N
Bei o = 0° ist die Langenanderung Alp = | r_.// 0 \
- Ip > 0, da aul3er der Kraft Fg = mg, die 60
den Draht auf | = Ip dehnt auch die ma- o0
ximale Kraft Fz (vs maximal) wirkt. Bei o Abb. 21: Léngeﬁ;nderung des Drahtes
=+ apist die Langenanderung Alp = | - Ip in Abhéngigkeit vom Auslenkwinkel fiir
<0,daFz=0(vs=0)und Fg,< mg ist. ap = 10°.
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